Matematika fakultacio a gimnaziumok 11 — 12. évfolyama szamara

oraszam: 2 + 2

Az iskolai matematikatanitas célja, hogy hiteles képet nyljtson a matematikarél mint
tudasrendszerrdl és mint sajatos emberi megismerési, gondolkodasi, szellemi tevékenységrol.
A matematika tanuldsa érzelmi és motivacids vonatkozasokban is formalja, gazdagitja a
személyiséget, fejleszti az 6nallo, rendszerezett gondolkodast, és alkalmazasra képes tudast
hoz Iétre. A matematikai gondolkodas fejlesztése segiti a gondolkodas altalanos kulturajanak
kiteljesedését.

A matematikatanitas feladata a matematika kiilonb6z6 arculatainak bemutatasa. A
matematika: kulturdlis O6rokség; gondolkodasmod; alkotd tevékenység; a gondolkodas
oromének forrasa; a mintakban, struktirakban tapasztalhatéd rend €s esztétikum megjelenitdje;
onallo tudomany; mas tudomanyok segitdje; a mindennapi élet része €s a szakmak eszkoze.

A tanulok matematikai gondolkodasanak fejlesztése soran alapvetd cél, hogy
mindinkabb ki tudjak valasztani és alkalmazni tudjak a természeti és tarsadalmi jelenségekhez
illeszkedd modelleket, gondolkodasmddokat (analogids, heurisztikus, becslésen alapulo,
matematikai logikai, axiomatikus, valosziniiségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszereket
(aritmetikai, algebrai, geometriai, fliggvénytani, statisztikai stb.) és leirdsokat. A matematikai
nevelés sokoldaltian fejleszti a tanulok modellalkotod tevékenységét. Ugyanakkor fontos a
modellek érvényességi korének és gyakorlati alkalmazhatdsaganak eldontését segitd
képességek fejlesztése. Egyarant 1ényeges a reproduktiv és a problémamegoldo, valamint az
alkoté gondolkodasmdéd megismerése, elsajatitdsa, mikdzben nem szorulhat hattérbe az
alapvetd tevékenységek (pl. mérés, alapszerkesztések), miiveletek (pl. aritmetikai, algebrai
miveletek, transzformaciok) automatizalt végzése sem. A tanulds elvezethet a matematika
szerepének megértésére a természet- ¢s tarsadalomtudomanyokban, a human kultira szamos
agaban. Segit kialakitani a megfogalmazott Gsszefiiggések, hipotézisek bizonyitdsanak
igényét. Megmutathatja a matematika hasznossagat, belsé szépségét, az emberi kultiraban
betoltott szerepét. Fejleszti a tanulok térbeli tajékozodasat, esztétikai érzékét.

A tanulasi folyamat soran fokozatosan megismertetjiilk a tanulokkal a matematika
belsé struktardjat (fogalmak, axidomak, tételek, bizonyitdsok elsajatitadsa). Mindezzel
fejlesztjiik a tanulok absztrakcids és szintetizald képességét. Az 0j fogalmak alkotdsa, az
Osszefliiggések felfedezése ¢s az ismeretek feladatokban vald alkalmazésa fejleszti a
kombinativ készséget, a kreativitast, az 6nalld6 gondolatok megfogalmazasat, a felmeriilt
probléméak megfeleld Onbizalommal torténd megkozelitését, megoldasat. A diszkusszios
képesség fejlesztése, a tobbféle megoldas keresése, megtalalasa €és megbeszélése a tobbféle
nézdpont érvényesitését, a komplex problémakezelés képességét is fejleszti. A folyamat
végén a tanulok eljutnak az 6nallo, rendszerezett, logikus gondolkodés bizonyos szintjére.

A miiveltségi teriilet a kiilonbozd témakorok szerves egymasra épiilésével kivanja
feltarni a matematika ¢és a matematikai gondolkodas vilagat. A fogalmak, Osszefliggések
érlelése ¢és a matematikai gondolkodasmod kialakitdsa egyre emelkedd szintli spirdlis
felépitést indokol — az ¢életkori, egyéni fejlodési és érdeklddési sajatossagoknak, a bonyolodo
ismereteknek, a fejlodd absztrakcios képességnek megfelelden. Ez a felépités lehetdvé teszi a
tehetség kibontakoztatasat.

A matematikai értékek megismerésével ¢s a matematikai tudas birtokaban a tanulok
hatékonyan tudjak haszndlni a megszerzett kompetenciakat az élet kiilonbozd teriiletein. A
matematika a maga hagyomanyos ¢és modern eszkOzeivel segitséget ad a
természettudomanyok, az informatika, a technikai, a human miveltségteriiletek, illetve a
valasztott szakma ismeretanyagdnak tanulmanyozdsdhoz, a mindennapi problémak
értelmezéséhez, leirasahoz és kezeléséhez. Ezért a tanuldknak rendelkezniiik kell azzal a
képességgel ¢s készséggel, hogy alkalmazni tudjak matematikai tudasukat, ¢és felismerjék,



hogy a megismert fogalmakat és tételeket valtozatos teriileteken haszndlhatjuk. Az adatok,
tablazatok, grafikonok értelmezésének megismerése nagyban segitheti a mindennapokban, €s
kiilonosen a média kozleményeiben vald redlis tajékozodast. Mindehhez elengedhetetlen
egyszerli matematikai szovegek értelmezése, elemzése. A tanuloktol megkivanjuk a szaknyelv
¢letkornak megfeleld, pontos hasznalatat, a jelolésrendszer helyes alkalmazasat irasban é€s
szOban egyarant.

A tanuldk rendszeresen oldjanak meg onalléan feladatokat, aktivan vegyenek részt a
tanitasi, tanuldsi folyamatban. A feladatmegoldason keresztiil a tanulok képessé valhatnak a
pontos, kitartd, fegyelmezett munkéra. Kialakul benniik az 6nellendrzés igénye, a sajatjukétol
eltéré szemlélet tisztelete. Mindezek érdekében is a tanitds folyamaban torekedni kell a
tanulok pozitiv motivaltsaganak biztositasara, onallosaguk fejlesztésére. A matematikatanitas,
-tanulds folyamatdban egyre nagyobb szerepet kaphat az 6nalld ismeretszerzés képességnek
fejlesztése, az ajanlott, illetve az 6nallban megkeresett, nyomtatott és internetes szakirodalom
altal. A matematika a lehetdéségekhez igazodva tamogatni tudja az elektronikus eszkozok
(zsebszamologép, szamitogép, grafikus kalkuladtor), internet, oktatoprogramok stb. célszerli
felhasznalasat, ezzel hozzéjarul a digitalis kompetencia fejlédéséhez.

A tananyag egyes részleteinek csoportmunkaban torténd feldolgozasa, a
feladatmegoldasok megbeszélése az egyiittmiikodési képesség, a kommunikacios képesség
fejlesztésének, a redlis onértékelés kialakuldsanak fontos teriiletei. Ugyancsak nagy gondot
kell forditani a kommunikéci6 fejlesztésére (szovegértésre, masok szoban €s irasban kozolt
gondolatainak meghallgatasara, megértésére, sajat gondolatok kozlésére), az érveken alapuld
vitakészség fejlesztésére. A matematikai szoveg értd olvasasa, tankonyvek, lexikonok
hasznalata, szovegekbdl a 1ényeg kiemelése, a helyes jegyzeteléshez szoktatds a felsdéfoka
tanulast is segiti.

Vialtozatos példakkal, feladatokkal mutathatunk ra arra, hogy milyen elényoket
jelenthet a mindennapi életben, ha valaki jartas a problémamegoldasban. A matematikatanitas
alapvet feladata a pénziigyi-gazdasagi kompetenciak kialakitasa. Eletkortol fiiggd szinten
rendszeresen foglakozunk olyan feladatokkal, amelyekben valamilyen probléma legjobb
megoldasat keressiik. Kiemelt szerepet szanunk azoknak az optimum-problémaknak, amelyek
gazdasagi kérdésekkel foglalkoznak, amikor koltség, kiadas minimumat; elérhetd eredmény,
bevétel maximumat keressiik. Fokozatosan vezetjiik be matematikafeladatainkban a pénziigyi
fogalmakat: bevétel, kiadas, haszon, kdlcson, kamat, értékcsokkenés, -novekedés, torlesztés,
futamidd stb. Ezek a feladatok erdsitik a tanuldkban azt a tudatot, hogy matematikabol
valéban hasznos ismereteket tanulnak, illetve, hogy a matematika alkalmazasa a mindennapi
¢let szerves része. Az életkor elorehaladtdval egyre tobb példat mutatunk arra, milyen
teriileteken tud segiteni a matematika. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy milyen matematikai
ismereteket alkalmaznak az alapvetden matematikaigényes, illetve a matematikat csak kisebb
részben hasznald szakmdk (pl. informatikus, mérndk, kozgazdasz, pénziigyi szakember,
biztositasi szakember, valamint pl. vegyész, grafikus, szociologus), ezzel is segitve a tanulok
palyavéalasztésat.

A matematikahoz vald pozitiv hozzaallast nagyban segithetik a matematikai tartalmt
jatékok és a matematikdhoz kapcsolodo érdekes problémak és feladvanyok.

A matematika a kulturtorténetnek is része. Segitheti a matematikdhoz vald pozitiv
hozz4allast, ha bemutatjuk a tananyag egyes elemeinek a miivészetekben valo alkalmazasat. A
motivacidos bazis kialakitdsdban komoly segitség lehet a matematikatorténet egy-egy
mozzanatanak megismertetése, a maig meg nem oldott, egyszerlinek tiind matematikai
sejtések megfogalmazasa, nagy matematikusok ¢életének, munkéassdganak megismerése. A
NAT néhany matematikus ismeretét eldirja minden tanuldé szamara: Euklidész, Pitagorasz,
Descartes, Bolyai Farkas, Bolyai Janos, Thalész, Euler, Gauss, Pascal, Cantor, Erdds,
Neumann.



Az orszag gazdasagdnak miiszaki, informatikai, és természettudomanyos palyéak irant
megnovekedett kereslete sziikségessé teszi, hogy a kdzoktatasban is nagy szdmban legyenek
olyan osztalyok, csoportok, amelyek a matematikat és (vagy) a természettudomanyokat
magasabb szinten tanuljak.

Ebben a kerettantervben a négy osztdlyos gimndziumok olyan tanuléinak kivanunk
magasabb szinti ismereteket nyujtani, akik nagyobb érdeklddést mutatnak a matematika irant.

Elsédleges célunk, hogy a tanuldk szemléletét, gondolkodasmodjat fejlessziik és
eldsegitsiik a sikeres emelt szintli érettségi vizsga letételét. Nem az a célunk, hogy a specialis
matematika tagozatos osztalyokéhoz kozelitdé mértékben bdvitsiik a kozépiskolai anyagot,
hanem olyan 0j ismereteket épitettiink be, amelyek a szemléletfejlesztéshez, az 6sszefliggések
konnyebb felismerés€hez, a tantargy megszerettetéséhez sziikségesek.

11. évfolyam

A matematika kerettantervnek ez a fejezete a négyosztalyos gimnaziumok azon tanuldinak
szol, akik matematikdbol emelt oOraszdmu képzést valasztottak. Ezért a tananyag
Osszeallitasanal feltételezhetjiik, hogy az atlagosnal jobb képességli, érdekléddbb tanuloknak
szol. A normal osztalyokéhoz képest kiegészitd elemek keriilnek a tananyagba. Egyrészt
olyanok, amelyek a motivaciot novelhetik (pl. matematikatorténeti vonatkozasok, jatékok).

Masrészt olyan tananyagelemeket is szerepeltetiink ezeken az évfolyamokon, amelyek
magabiztosabba teszik a tanulok ismereteit, kitekintést nyajtanak egy-egy témakor szélesebb
kort alkalmazasaira, segithetik a versenyeken vald eredményesebb szereplésiiket.

Sok, kordbban mar szerepld ismeret, Gsszefliggés, fogalom ujra eldkeriil tigy, hogy a
fogalmak definidldsan, az ismeretek igazolasan, rendszerezésén, kapcsolataik feltardsan és
alkalmazasi lehetdségeik megismerésén lesz a hangsuly. Ezért a tanuldknak meg kell
ismerkedniiik a tudomanyos feldolgozéas alapveté modszereivel. (Mindenki altal elfogadott
alapelvek/axiomak, mar bizonyitott allitasok, 0j sejtések, allitdsok megfogalmazasa €és azok
igazolasa, a fentiek Osszegzése, a nyitva maradt kérdések felsorolasa, a kovetkezmények
elemzése.)

1. Gondolkodasi modszerek, halmazok, matematikai
logika
Halmazok, ponthalmazok

Orakeret
8 ora

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Csoportositas kiilonbdz6é szempontok alapjan. Halmazmiuveletek véges

Elozetes tudas halmazokon. Halmazédbra. Szdmhalmazok, ponthalmazok.

A halmaz fogalmanak ismerete, alkalmazasa problémamegoldasra,

A tem,a t.lka.l CEYSCE | matematikai modellek alkotaséra. Tobb szempont alkalmazésa —
nevelési-fejlesztési . . i1 s oteas .
1s s megosztott figyelem fejlesztése. Definiciok, jelolések hasznalata — az
céljai S A .
emlékezet fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Halmazok. Informatika:
Halmazokkal kapcsolatos ismeretek: iires halmaz, részhalmaz, konyvtarszerkezet a
halmazok egyenldsége. szamitogépen;
Halmazmiveletek: unidképzes, metszetképzes, kiilonbségképzés, adatbazis-kezelés,
szimmetrikus differencia, komplementerhalmaz. adatallomanyok,
Descartes-féle szorzat. adatok szfirése
A fogalmak ismétlése, alkalmazasa t6bb halmazra. Pontos kiilonbdz6 szempontok




definiciok, jelolések hasznalata.

Halmazok felbontasa diszjunkt halmazok unidjara.
A halmazmiiveletek tulajdonsagai.

Osszevetés a logikai miiveletek tulajdonsagaival.
Szamhalmazok.

Szamhalmazok bovitésének sziikségessége a természetes

szamoktol a komplex szamokig.

Algebrai szamok, transzcendens szamok.
Halmazok szamossaga.
n elemii halmaz részhalmazainak a szdma.

Véges ¢és végtelen halmazok.
Matematikatorténet. Georg Cantor.

szerint.

Magyar nyelv és
irodalom: mondatok,
szavak, hangok
rendszerezése.

Biologia-egészségtan:
rendszertan.

Konstrukciok. Lehetetlenségi bizonyitasok.
Adott tulajdonsagt objektumok konstrualasa.
Adott tulajdonsagu sorozatok készitése.
Adott tulajdonsagu halmazok konstruélasa.
Abrak szinezése, lefedése adott feltételek szerint.
Annak indoklasa, hogy valamely konstrukcié nem hozhat6
I1étre. (Invarians mennyiség keresése.)

Logika.
Logikai miiveletek: negacid, konjukcid, diszjunkcid, implikacio,
ekvivalencia.
Rendszerezd ismétlés feladatokon keresztiil.
A koznapi szohasznalat és a matematikai szohasznalat
Osszevetése.
Logikai és halmazelméleti miiveletek kapcsolata.
Matematikatorténet. Polya Gyorgy, George Boole.

A matematika felépitése.
Fogalmak, alapfogalmak, axiomak, tételek, sejtések.
Miiveletek a matematikaban.
Miveleti tulajdonsagok.
Relaciok a matematikaban €s a mindennapi életben.
Relaciétulajdonsagok.
Bizonyitasi modszerek attekintése.
Direkt, indirekt bizonyitas, logikai szita formula,
skatulya elv, teljes indukci6. Tételek megforditdsa.

Filozofia: Gondolati
rendszerek felépitése.
Allitasok igazolasanak
sziikségessége.

Kulesfogalmak/ | Véges és végtelen halmaz, unio, metszet, kiilonbség, komplementer halmaz.

fogalmak




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

2. Kombinatorika, grafok, valdsziniiségszamitas, Orakeret
statisztika 18 ora

Elozetes tudas

Matematikai allitdsok elemzése, igaz és hamis allitasok. Logikai
miiveletek: NEM, ES, VAGY. Skatulya elv, logikai szita. Sorbarendezési
¢s kivalasztasi feladatok, grafthasznalat feladatmegoldasban. Graf, csucs,
¢l, fokszam.

Adatok elemzése, atlag, tablazatok, grafikonok hasznalata, gyakorisag,
relativ gyakorisag. Klasszikus valoszinliségi modell. Szdzalékszamitas.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Korabban megismert fogalmak ismétlése, elmélyitése. Kombinatorikai és
grafelméleti modszerek alkalmazéasa a matematika kiilonboz0 teriiletein,
felfedezésiik a hétkdznapi problémakban.

A valoszinliség fogalmanak bdvitése, mélyitése. A kombinatorikai
ismeretek alkalmazésa valosziniiség meghatarozasara. Mit jelent a
val6szinliség — a nagy szdmok torvénye.

Ismeretek rendszerezése. Tapasztalatszerzes ujabb kisérletekkel, a
kisérletek kiértékelése, kovetkeztetések. Diagram készitése, olvasasa.
Téblazat értelmezése, készitése. Szamitogép hasznalata az adatok
rendezésében, értékelésében, abrazolasaban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Kombinatorika. (A korabbi ismeretek 0sszegzése.)

Permutaci6 — ismétlés nélkiil és ismétléssel.

Varidcio — ismétlés nélkiil és ismétléssel.

Kombinaci6 — ismétlés nélkiil és ismétléssel.
(Vegyes kombinatorikai feladatokon keresztiil ismétlés,
rendszerezes.)
Binomialis egyiitthatok, tulajdonsagaik.
Pascal-haromszog ¢€s tulajdonsagai.

Binomialis tétel.

Matematikatorténet:. Blaise Pascal.
Néhany kombinatorikus geometriai probléma.
Matematikatorténet. Erdos Pal.

Grafok.

Grafelméleti alapfogalmak: csucs, €1, fokszam, egyszerli graf,
Osszefliggd graf, komplementer graf, fagraf, kor, teljes graf).
Grafokra, ¢€leikre, csucsok fokszdmaira vonatkozo egyszeri

tételek.

Euler-vonal, Hamilton-kor.
Grafok alkalmazasa leszamolasos feladatokban — rendszerezo

1ISmétlés.

Matematikatorténet: Euler.

Véletlen jelenségek megfigyelése. Informatika: véletlen
Kocka- és pénzérme-dobdsok — csoportmunka. jelenségek
szamitogépes
szimulacioja.

Esemény, biztos esemény, lehetetlen esemény, komplementer

esemény.




Egyszerlibb események valdsziniisége.
Klasszikus valdszintiségi modell.
A valoszinlis€g meghatarozasa kombinatorikus eszkozokkel.
Eseményalgebra.
Kapcsolat a halmazok ¢és a logika miiveleteivel.
Matematikatorténet. George Boole.

Statisztikai adatok gyljtése, elemzése €s abrazolasa.
Adatok rendezése, osztalyokba soroldsa, tablazatba rendezése,
abrazolasa.

Adathalmazok jellemzdi: terjedelem, atlag, medidn, modusz, szoras.

Féldrajz: id6jarasi,
¢ghajlati és gazdasagi
statisztikak.

Tortenelem,
tarsadalmi es
dllampolgari
ismeretek: torténelmi,
tarsadalmi témak
vizualis abrazolasa
(tablazat, diagram).
Informatika:
adatkezelés, adatfel-
dolgozas, informacio-

megjelenités.
Statisztikai mintavétel. Informatika:
Mintavétel visszatevéssel, visszateves nélkiil. tablazatkezeld,

Szamsokasagok jellemzése: atlag, median, modusz, szorés.
Gyakorlati példék arra, hogy mikor melyik mutatdval célszerti
jellemezni a szamsokasagot.

Atlagos abszolit eltérés, atlagos négyzetes eltérés.
A median és az atlag minimumtulajdonsaga.
Kozvélemény-kutatas. Statisztikai évkonyv.
Mindség-ellendrzés.

adatbazis-kezeld
program hasznalata.

Tortenelem,
tarsadalmi és
dllampolgari
ismeretek: valasztasok.

Véletlen jelenségek megfigyelése.
A modell és a valosag kapcsolata.
Szerencsejatékok elemzeése.
Klasszikus valdszintiségi modell.
Események 0sszegének, szorzatanak, komplementerének
valdszinlisége.
Kizéar6 események, fliggetlen események valoszinlisége.
Feltételes valoszinliség.
Mintavételre vonatkozo valdsziniiségek megoldasa klasszikus
modell alapjan.
Nagy szamok torvénye. (Szemléletes targyalas képletek nélkiil.)
Geometriai valoszinliség.
Matematikatorténet. Polya Gyorgy, Rényi Alfréd.

Informatika: véletlen
jelenségek
szamitogépes
szimulacioja.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

fliggetlen esemény.

Permutacio, variacid, kombinacio, miivelet, relacid, binomidlis egyiitthato.

Terjedelem, atlag, median, médusz, szords. Valoszinliség, kizar6d esemény,




Tematikai egység/ 3. Fiiggvények Orakeret
Fejlesztési cél 3.1. Algebrai fiiggvények 12 6ra

Halmazok. Hozzarendelés fogalma. Grafikonok készitése, olvasasa.
El6zetes tudas | Pontok abrdzolasa koordinata-rendszerben. Lineéris fiiggvények, forditott
aranyossag fliggvénye.

A tanult fiiggvények felidézése. Fliggvénytranszformaciok algebrai €s
geometriai megjelenitése. Osszefiiggések, folyamatok megjelenitése
matematikai formaban (fliggvény-modell), vizsgalat a grafikon alapjan. A
vizsgalat szempontjainak kialakitdsa. Szamit6gép bevonasa a fiiggvények

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

celjai abrazolasaba, vizsgalatdba. Logikus, pontos gondolkodas, fogalmazas
fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Fiiggvény fogalma. Informatika:

Rendszerezd ismétlés. fliggvényabrazolas,

Ertelmezési tartomany, értékkészlet. grafikonkészités

A fliggvény megadasi modjai, abrazolasa, jellemzése: szamitdogépes program

zérushely, monotonitas, sz&lsdérték, periodicitas, paritas. segitségével.

Uj fogalmak: korlatossag, konvexitas.
(Pontos definiciok. Néhany esetben a tagadas megfogalmazasa
is: pl. egy fliggvény nem paros, ha...)
Kapcsolat: logika elemei — barmely, van olyan, negécio.
Hétkoznapi allitasok tagadasa.

Magyar nyelv és
irodalom: hétkdznapi
¢s szaknyelvi

szOhasznalat.
Pontos fogalmazas. i i
Linearis fliggvények. Fizika; kémia:
Rendszerez6 ismétlés. egyenesen aranyos
Linearis kapcsolatok felfedezése a hétkoznapokban. mennyiségek.
Masodfoku fliggvények.
Teljes négyzetté kiegészités.
Hatvanyfliggvények.

Negativ egész kitevéju hatvanyfliggvények.
Abszolutérték-fliggvény. (Tobb abszolut értéket tartalmazok is.)
Egészrész-, tortrész-, eldjelfliggvény, Dirichlet-féle fliggvény.
Figgvények inverze.

Gyokfliggvények.

Forditott aranyossag, els6fokl tortfliggvény.

A trigonometrikus fliggvények.

A szogfiiggvények értelmezési tartomanya, értékkészlete, zérushelyek,
szeélséérték, periodus, monotonitas.

A trigonometrikus fliggvények transzformaltjai, fliggvényvizsgalat.

Az exponencialis fliggvény.

e e o Fizika: radioaktivitas
Az exponencidlis fiiggvény dbrazoldsa, vizsgalata.

A logaritmusfiiggvény. Fizika: régészeti
A logaritmusfiiggvény abrazolasa, vizsgalata. leletek —

Adott alaphoz tartozd exponencidlis €s logaritmusfiiggvény kormeghatarozés.
kapcsolata.

Inverz fliggvénykapcsolat.




Figgvénytranszformaciok.

A tanult fiiggvények tobblépéses transzformacioi.
A transzformaciok rendszerezése, transzformacios sorrend.
|f(x)| dbrazolasa.

Adott tulajdonsagu fliggvények konstrualasa.

Kulesfogalmak/ | Fliggvény, értelmezési tartomany, értékkészlet, zérushely, monotonitas,

fogalmak szelsdérték, paritas. Fliggvénygrafikon, fliggvénytranszformacio.
Tematikai egység/ 4. Szamelmélet, algebra Orakeret
Fejlesztési cél 4.1. Oszthatosag 5 ora

Oszt6, tobbszoros, primszam, primtényezds felbontés, legnagyobb k6zos

Elozetes tudas 0szt0, legkisebb k6z0s tObbszoros.

A tematikai egység | A korabbi években szerzett ismeretek elmélyitése, bovitése.
nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Oszt6, tobbszoros, oszthatosag, oszthatdsagi szabalyok.
Az oszthatosagi szabalyok rendszerezése.
Analdgidk nem tizes alapi szamrendszerek oszthatosagi
szabalyaiban.
P¢ldak egyéb szamokkal vald oszthatdsagra tizes
szamrendszerben.
Algebrai azonossagok alkalmazasa oszthatosagi feladatokban.
Teljes indukci6 alkalmazasa oszthatosagi feladatokban.

Primszam, dsszetett szam, primtényezds felbontas. Informatika: nagy
A szamelmélet alaptétele. primek szerepe a
Végtelen sok primszam van. titkositasban.

Néhany tovabbi tétel €s sejtés a primszamok elhelyezkedésérol.

Osztok szamanak, 0sszegének, szorzatanak meghatarozasa a

primtényez0s felbontasbol.

Kis Fermat-tétel.

Neéhany specialis prim: pl. Mersenne-primek, Fermat-primek,

faktorialis primek, Sophie Germain-primek.
Matematikatorténet: Euklidesz, Eratosztenész, Euler, Fermat.

Diofantoszi egyenletek.
Linearis diophantoszi egyenlet.
Az ax + by + cxy = d tipust diofantoszi egyenlet.
Szoveges feladatok megoldasa diofantoszi egyenlettel.
Matematikatorténet. Diophantosz.

Kulesfogalmak/ | Oszto, tobbszoros, prim, primtényezds felbontas, a szamelmélet alaptétele,
fogalmak legnagyobb k6z0s 0szt0, legkisebb k6z0s t0bbszoros.




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

4. Szamelmélet, algebra Orakeret

4.2. Algebrai kifejezések hasznalata 9 ora

Elozetes tudas

Osszefiiggések leirasa algebrai kifejezésekkel, (a +b)*, a*> —b*,
helyettesitési érték, zarojelfelbontas.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Algebrai kifejezések biztonsagos hasznalata, célszerti atalakitasi moédok

megtalalasa, elvégzése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

A racionalis kitevdjii hatvanyok, a hatvanyozas azonossagainak

1Smétlése.

Szamolas raciondlis kitevdjii hatvanyokkal, gyokos
kifejezésekkel.
Irracionalis szam kétoldali kozelitése racionalis szamokkal.

A hatvanyfogalom kiterjesztése irraciondlis szamra.

Algebrai kifejezések. Fizika; kémia:
Egész kifejezések, polinomok, tortkifejezések. mennyiségek
Racionalis €s nem racionalis kifejezések. kiszamitasa képlet

alapjan, képletek
atrendezése.

Nevezetes azonossagok:
(axb)’, (a+b+c), a*-b*,a’ b, a’ +b°.
Utalas (a + b)" kiszamolasra Pascal-haromszog segitségével.
Geometria: azonossagok ,,rajzos” igazolasa.

Azonos atalakitasok.
Polinomok 6sszeadasa, kivonasa.
Polinomok szorzasa, hatvanyozésa.
Szorzatta alakitas kiilonb6z6 modszerei.
Polinom osztasa polinommal.
Algebrai tortekkel végzett miiveletek.
Algebrai tortek egyszertisitése, 6sszeaddsa, kivondsa, szorzasa,

osztasa.

Kifejezések legnagyobb kdzos osztdja, legkisebb kdzos

tObbszOorose.

Matematikatorténet. algebra — Al-Hvarizmi.

Szamtani, mértani, négyzetes €s harmonikus kozép, a koztiik 1€vo

egyenldtlenség.

Algebrai bizonyitas két valtozora.
Sz¢lséérték-feladatok kozepek segitségével.
Kapcsolat: masodfokt fliggvények vizsgalata.

Kulesfogalmak/ | Algebrai kifejezés, polinom, algebrai tort, azonossag.

fogalmak

Kapcsolodasi pontok




Tematikai egység/ 4. Szamelmélet, algebra

Fejlesztési cél

4.3. Egyenlet, egyenlotlenség, egyenletrendszer

Orakeret
20 ora

Egyismeretlenes, elsdfoku egyenletek, egyenldtlenségek megoldasa.

Elozetes tudas | Alaphalmaz vizsgalata, ellendrzés. Azonossag. Szoveges feladatok —

matematikai modell alkotasa.

Gyakorlati problémak matematikai modelljének felallitasa, a modell

A tematikai egység | hatokorének vizsgalata, a kapott eredmény 0sszevetése a valosaggal; az
nevelési-fejlesztési | ellendrzés fontossaga. A problémahoz 1116 szamitasi mod kivalasztasa,
céljai eredmény kerekitése a problémanak megfelelden. Szamologep

hasznalata. Az 6nellendrzés képességének fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Els6foku egyenletek.
Alaphalmaz, megoldashalmaz, igazsdghalmaz.
Ekvivalens atalakitasok.

Elséfoku paraméteres egyenletek.

Egyenletek grafikus megoldésa.

Fizika, kémia:
keépletek értelmezése,
egyenletek rendezése.

Els6éfoku egyenlettel megoldhato szoveges feladatok.
A korabban tanult modszerek elmélyitése.

Tovabbi modszerek szoveges feladatok megoldésara.
Példak egyenlet nélkiili megoldasi modszerekre.

Fizika: kinematika,
dinamika.

Kemia: oldatok
Osszetétele.

Tortes egyenletek, egyenldtlenségek.
Ertelmezési tartomany vizsgalata, hamis gyok.
Mikor lesz egy tort értéke nulla, pozitiv, negativ?

Abszolut értéket tartalmazo egyenletek. (Tobb abszolut értéket
tartalmazok is.)
Abszolut értéket tartalmazo egyenl6tlenségek.

Algebrai és grafikus megoldas.

Fizika: a mérés hibaja.

Elséfoku egyenletrendszerek.
Egyenletrendszerek grafikus megoldasa.
Behelyettesitd modszer.
Egyenld egyiitthatok modszere.
Uj ismeretlen bevezetése.
Elséfoku paraméteres egyenletrendszerek.
Egyenletrendszerrel megoldhat6 szoveges feladatok.
A kapott eredmény értelmezése, valosagtartalmanak vizsgélata.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

Elséfoku egyenl6tlenségek.
Egyenldtlenségek grafikus megoldasa.
Egyismeretlenes egyenlotlenségrendszer.

Masodfoku fliggvények vizsgélata.
Teljes négyzetté alakitas hasznalata.
Szélsdértek-feladatok.
Masodfoku fliggvény vizsgalataval.
Kapcsolat: szamtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség
felhasznalasaval torténé megoldas.

Fizika: fizikai tartalma
minimum- és
maximumproblémak.

Filozofia: egy adott
rendszeren belil




Optimalis megoldasokra torekvés.
Masodfoku egyenletek.
Grafikus megoldés.
Teljes négyzetté kiegészités.
Egyenletmegoldas szorzatta alakitassal.
A masodfoku egyenlet megoldoképlete.
A megoldokeéplet készségszintli alkalmazasa.
Szamologép hasznalata.
A masodfokl egyenlet diszkriminansa.
Diszkusszi6.
Onellendrzés.
Gyoktényezds alak, Viete-formulak.
Masodfokura visszavezethetd egyenletek.
Uj ismeretlen bevezetése.
Racionalis gyokok keresése. Viete-formulak.
Néhany tovabbi médszer az egyenlet specialis tulajdonsdgainak
felhasznalasaval.
Matematikatorténet: magasabb foku egyenletek megoldhatosaga.
Cardano, Galois, Abel.

megoldhatatlan
problémak létezése.

Masodfoku egyenlettel megoldhat6 szoveges feladatok.
Modellalkotas, megoldasi médszerek.

Fizika: egyenletesen
gyorsuldo mozgas
leirasa.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

Masodfoku egyenldtlenségek.
A megoldas megadasa masodfoku fliggvény vizsgalataval.
Tobbféle megoldasi modszer Osszevetése.

Masodfoku egyenletrendszer.

Masodfoku egyenletrendszerrel megoldhato szoveges feladatok.
Emlékezés kordbban megismert modszerekre, alkalmazas az
adott kornyezetben.

Fizika: utkozések.

Négyzetgyok.

A négyzetgydkvonas azonossagai.
Jn irracionalis, ha n nem négyzetszam. Indirekt bizonyitas.
Bevitel a gyokjel ala. Kivitel a gydkjel alol.
Nevezd gyOktelenitése.

Az n-edik gyok fogalma.

A gyokvonas azonossagai.
Péros és paratlan gyokkitevo.
Bevitel a gyokjel ala. Kivitel a gyokjel alol.
A szerkeszthetdség néhany kérdése.

A tort kitevdjli hatvany. Permanencia-elv.

Gyokos egyenletek.
Ekvivalens és nem ekvivalens egyenlet-megoldasi 1épések.
Hamisgyok, gyokvesztés.




Onellendrzés képességének fejlesztése.

Paraméteres masodfokt és masodfokura visszavezethetd egyenletek.

Esetszétvalasztasok, divergens gondolkodas fejlesztése.

Exponencialis egyenletek, egyenldtlenségek.
Megoldés a definicid és az azonossagok alkalmazasaval.

Exponencialis egyenletre vezetd valos problémak megoldasa.

Foldrajz: globalis
problémak (pl.
demografiai mutatok, a
Fold eltarto képessége
¢s az ¢élelmezési
valsag, betegségek,

vildgjarvanyok,
taltermelés és
tulfogyasztas).
Szamolas 10 hatvanyaival, 2 hatvanyaival. Technika, életvitel és
A logaritmus fogalma. gyakorlat:
Logaritmus értékének meghatarozésa a definicio alapjan és zajszennyezes.

szamologéppel.
A logaritmus azonossagai.
Szorzat, hanyados, hatvany logaritmusa, attérés mas alapu
logaritmusra.
Az értelmezé€si tartomany valtozasanak vizsgélata az
azonossagok kétiranyu alkalmazasanal.
A logaritmus azonossagainak alkalmazasa kifejezések
szamértekének meghatarozasara, kifejezések atalakitasara.
Matematikatorténet: Napier, Kepler. A logaritmus fogalmanak
kialakulasa, valtozasa. Logaritmustablazat.

Kémia: pH-szamitas.

Logaritmusos egyenletek, egyenldtlenségek.
Megoldés a definicid és az azonossagok alkalmazasaval.
Ertelmezési tartomany vizsgalatanak fokozott sziikségessége
logaritmusos egyenleteknél.

Paraméteres exponencialis és logaritmusos egyenletek.

Egyenletek ekvivalencidjaval kapcsolatos ismeretek dsszegzése.

Elséfoku egyenlet, egyenlétlenség, értelmezési tartomany, azonossag.

Kulesfogalmak/ | Ekvivalens atalakitas, hamis gyok. Masodfoku egyenlet, egyenl6tlenség,
fogalmak megoldokeéplet, diszkrimindns. Egyenletrendszer. Négyzetgyokos egyenlet.

Paraméteres egyenlet.




12. évfolyam

Ez a szakasz az eddigi matematikatanulas szintézisét adja, ¢és egyben Kkiteljesiti a
kapcsolatokat a tobbi tantarggyal, valamint a mindennapi ¢élet matematikaigényes elemeivel.
A matematikatanulasban kialakult rendszeresség, problémamegoldd készség az élet
legkiilonbozobb teriiletein segithet. Ezt célszerti tudatositani a tanulokban.

Ez a kerettantervi elem a matematika fdiskolai-egyetemi tanuldsara valo felkészitést
célozza meg. A problémamegoldd készségen tul fontos az 0nallo rendszerezés,
lényegkiemelés, torténeti attekintés készségének kialakitasa, az alkalmazasi lehetdségek
megtaldldsa, a kapcsolatok keresése kiilonb6z6 témakorok kozott.

Ebben az idészakban attekintését adjuk a korabbi évek ismereteinek, eljarasainak,
problémamegoldd moddszereinek, mikozben sok, gyakorlati teriileten széles korben
hasznalhat6 tudast is kozvetitiink, amelyek kiss¢ Osszetettebb problémak megoldéasat is
lehetové teszik. Az érettségi elott mar elvarhatd a tanuloktol tobbféle készség €s ismeret
egyiittes alkalmazdsa. Minden témaban hangstlyosan kell kitérniink a gyakorlati
alkalmazasokra, az ismeretek mas tantargyakban valo felhasznalhatdsagara.

A sorozatok, kamatos kamat témakor kivaloan alkalmas a pénziigyi, gazdasagi
problémakban valo jartassag kialakitasra. A korabbiakndl is nagyobb hangsulyt kell fektetni a
kiilonb6z6 gyakorlati problémak optimumat keresd feladatokra. Ezért az ilyen problémak
elemi megoldasat kiilon fejezetként iktatjuk be.

Az analizis témakorben a szemléletesség segiti a problémak atlatasat, az egzaktsag
pedig a felsdfoku képzésre vald késziilést.

Temz.ltlkalre.gy§eg/ 1. Geometria, trigonometria, koordinata - geometria Orak,eret
Fejlesztési cél 18 ora

Térelemek kolcsonds helyzete, tavolsaga. Haromszogek, négyszogek,
sokszogek tulajdonsadgai. Hiromszdg nevezetes vonalai, korei.
Haromszogekkel kapcsolatos nevezetes tételek. Geometriai
transzformaciok ¢€s tulajdonsagai.

Vektorokkal végzett miiveletek. Skalaris szorzat. Hegyesszogek
Elozetes tudas | szogfliggvényei, szogfiiggvények kozotti 6sszefliggések. Szinusztétel €s
koszinusztétel.

Koordinatarendszer, vektorok, vektormiiveletek megadasa
koordinatakkal. Ponthalmazok koordinata-rendszerben. Fliggvények
abrazolasa. Els6fokt, masodfokl egyenletek, egyenletrendszerek
megoldasa.

A geometriai szemlélet, latasmod fejlesztése. A definiciok és tételek
pontos ismerete. Bizonyitasok gyakorlasa. A sziikséges €s az elégséges
feltétel felismerése. Osszetett szamitasi probléma lebontdsa, szamitasi
terv készitése (megfeleld részlet kivalasztasa, a részletszamitasok logikus
sorrendbe illesztése). A geometriai transzformaciok atfogo ismerete,
alkalmazasa problémamegoldasban. Tajékozddas valdsagos viszonyokrol
térkép és egyéb vazlatok alapjan. Valos probléma geometriai modelljének
megalkotasa, szamitasok a modell alapjan, az eredmények Osszevetése a

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai




\ valosaggal.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Haromszogekkel, négyszogekkel kapcsolatos fontosabb tételek
bizonyitésai: Pitagorasz, Thalész, nevezetes vonalai, koreli, stb.

Tovabbi nem tavolsagtarto transzformaciok.
Merdleges affinités.
Kapcsolat a fliggvény-transzformaciokkal.
Inverzi6.
(Csak mint példa nem tavolsagtart6 transzformaciora.)

Néhany kapcsolodo tétel.
Ceva ¢és Menelaosz tétele.
Euler tétele a beirt és kortlirt kor kozéppontjanak tdvolsagara.
Feuerbach-kor és Euler-egyenes.
(Célszert a bizonyitasokat megmutatni, a benniik 1€v6 Otletek
miatt, de a teljes bizonyitdsok megtanulasa nem sziikséges.)
Matematikatorténet: Euler.

A hasonlo sikidomok teriiletének aranya.
A hasonlo testek felszinének ¢€s térfogatanak aranya.

Szogfiggveények kozotti 6sszefliggések.
Addicios tételek:

— két szog 6sszegének ¢és kiillonbségének szogfliggvényei,

— egy szog kétszeresének szogfiiggvényei,

— félszogek szogfliggvényei,

— két szog Osszegeének és kiilonbségének szorzatta alakitasa.
A trigonometrikus azonossagok hasznalata, tobb lehetdség koziil a
legalkalmasabb 0sszefliggés megtalalasa.
Trigonometrikus kifejezések értékének meghatarozasa.
Haromszogekre vonatkoz6 feladatok addicios tételekkel.
Tangenstétel.

Trigonometrikus egyenletek.
Az 6sszes megoldas megkeresése. Hamis gyokok elkeriilése.

Fizika: rezgdmozgas,
adott kitéréshez,

Trigonometrikus egyenldtlenségek. sebességhez,
Grafikus megoldas vagy egységkor alkalmazasa. gyorsulashoz tartozo
1d6tél fiiggd periodikus jelenségek vizsgalata. iddpillanatok
Trigonometrikus kifejezések szélsdértékének keresése. meghatarozasa.

Két kor kozos pontjainak meghatarozasa. Informatika:

Masodfoku, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa.
A diszkriminéns vizsgalata, diszkusszid.
SzerkeszthetOségi kérdések.

szamitdgépes program
hasznalata.

A parabola tengelyponti egyenlete.

A parabola pontjainak tulajdonsaga: fokuszpont, vezéregyenes.

A parabola ¢és a masodfoku fliggvény.
Teljes négyzetté kiegészités.

A parabola €s az egyenes kolcsonds helyzete.
A diszkriminéns vizsgalata, diszkusszid.

Fizika: geometriai
optika, fényszoro,
visszapillant6 tiikor.

Osszetett feladatok megoldasa paraméter segitségével vagy a
szerkesztés menetének kovetésével.

Informatika: tobb
feltétel egyiittes




Meértani helyek keresése.
Apolloniosz-kor.
Merdleges affinitassal kapott mértani helyek.
Ponthalmazok a koordinatasikon.
Egyenldtlenséggel megadott egyszerli feltételek.
Linedaris programozasi feladat.

vizsgalata.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél 2. Sorozatok

Orakeret
10 ora

Elozetes tudas

Szamtani sorozat, mértani sorozat fogalma, egyszerti alapdsszefliggések.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

A hétkdznapi életben, matematikai problémaban a sorozattal leirhato
mennyiségek észrevétele. Sorozatok megadasi modszereinek

céljai alkalmazasa. Osszefliggések, képletek hatékony alkalmazasa.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A sorozat fogalma, megadasa, abrazolésa. Informatika:
Korabbi ismeretek rendszerezd ismétlése. algoritmusok.

Sorozat megadasa rekurzidval — Fibonacci-sorozat.
Rekurziv sorozat n-edik elemének megadasa.
Matematikatorténet: Fibonacci.

Szamtani sorozat.

A szamtani sorozat n-edik tagja.

A szamtani sorozat elsO » tagjanak Gsszege.

Meértani sorozat.

A mértani sorozat n-edik tagja.

A mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege.
Szamitasi feladatok szamtani és a mértani sorozatokra.
Szoveges faladatok gyakorlati alkalmazasokkal.
A szamtani sorozat mint lineéris és a mértani sorozat mint
exponencialis fliggvény dsszehasonlitasa.

Gyakorlati alkalmazdsok — kamatos kamat szamitéasa.
Torlesztési feladatok.
Pénziigyi alapfogalmak — kamatos kamat, torlesztorészlet, hitel,
THM, gytijtojaradék.

Véges sorok 0sszegzése.
Szamtani és mértani sorozatbdl eldallitott szorzatok
0sszegzese.
Teleszkopos dsszegek.

Matematikatorténet. Fibonacci.

Fizika, kémia;,
biologia-egészségtan,
foldrajz; torténelem,
tarsadalmi és
dllampolgari
ismeretek: linearis €s
exponencialis
folyamatok.

Technika, életvitel és
gyvakorlat: hitel —
addssag — eladosodas.

Sorozatok konvergencidja.

A hatarérték szemléletes és pontos definicioi.
Miveletek konvergens sorozatokkal.

Konvergens ¢€s divergens sorozatok.




Az 4/5 , 4/; (1+lj sorozatok.
n

Konvergens sorozatok tulajdonsagai.
Torlodasi pont.
Konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.
Minden konvergens sorozat korlatos.
Monoton és korlatos sorozat konvergens.
Konvergens sorozatokra vonatkozo6 egyenldtlenségek. Renddrelv.

Végtelen sorok.

Végtelenen sor konvergencidja, 6sszege.
Végtelen mértani sor.
Szakaszos végtelen tizedes tort atvaltasa.
Tovabbi példak konvergens sorokra.
Teleszkopos Osszegek.
Négyzetszamok reciprokainak dsszege.
P¢ldak nem konvergens sorokra.
Harmonikus sor.
Feltételesen konvergens sorok.

Kulesfogalmak/ | Sorozat, szamtani sorozat, mértani sorozat, kamatos kamat, rekurziv sorozat.

fogalmak

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

3. Nevezetes egyenlétlenségek, szélséérték-feladatok elemi | Orakeret
megoldasa 4 6ra

Elozetes tudas

Nevezetes azonossagok ismerete. Kozepek €s sorend;jiik ismerete két
valtozora. Méasodfoku és trigonometrikus fliggvények ismerete.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Gyakorlati problémak matematikai modelljének felallitasa. A modell
hatokorének vizsgalata, a kapott eredmény Osszevetése a valosaggal. A
szeélséérték-problémahoz ill6 megoldasi mod kivalasztasa. Gyakorlat
optimalis megoldasok keresésében.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Azonos egyenldtlenségek.

Nevezetes kozepek kozotti egyenlotlensegek.
(Tobbvaltozos alak bizonyitasa fokozatos kozelités
modszerével.)

Nevezetes kozepek kozotti egyenlétlenségek alkalmazasa

szélséeérték-feladatok megoldasaban.

Sz¢lséérték-feladatok megoldasa fliggvénytulajdonsagok segitségével.
(Masodfoku és trigonometrikus fliggvényekkel.)

Sz¢lséérték-feladatok megoldasa fokozatos kozelités modszerével.

Bernoulli-egyenl6tlenség.

Cauchy-egyenldtlenség.

Jensen-egyenl6tlenség. (Bizonyitas nélkiil, szemléletes képpel.)
Kornyezetvédelem: legrovidebb utak és egyéb optimalis
modszerek keresése.




Kulcsfogalmak/
fogalmak

Sz¢lséértékhely, szElsdérték. Nevezetes kozeép.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

4. Folytonossag, differencialszamitas

Orakeret
14 ora

Elozetes tudas
periodicitas. Sorozatok hatarértéke.

Fiiggvények megadasa, értelmezési tartomany, értékkészlet. Fiiggvények
jellemzése: zérushely, korlatossag, sz¢élsdérték, monotonitas, paritas,

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

Megismerkedés a fliggvények vizsgalatanak (1) modszerével. A fiiggvény
folytonossaga ¢€s hatarértéke fogalmanak megalapozésa. A
differencialszamitas méodszereinek haszndlta a fliggvények lokalis €s

céljai globalis tulajdonsagainak vizsgdlatara. A matematikan kiviili teriileteken
— fizika, kozgazdasagtan — is alkalmazéasok keresése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A valds szdmok halmazan értelmezett fliggvények jellemzése. Informatika:

Korabbi ismeretek rendszerezd ismétlése. szamitogépes szoftver
alkalmazasa
figgvények
grafikonjanak
megrajzolasara.

Fliggvény hatarérteke.
A fiiggvények hatarértékének szemléletes fogalma, pontos
definicioi. Jelolések.
Fiiggvények véges helyen vett véges; véges helyen vett
végtelen; végtelenben vett véges; végtelenben vett végtelen
hatarértéke.
A sorozatok és a fliggvények hatarértékének kapcsolata.

sin x
A

fliggvény vizsgalata, az x = 0 helyen vett hatarértéke.

Informatika: a
hatarérték
szamitogépes becslése.

Fizika: felhasznalas
sin x, illetve tg x
kozelitésére kis szog
esetében.

A figgvények folytonossaga.
P¢ldak folytonos és nem folytonos fliggvényekre.
A folytonossag definicioi.

Intervallumon folytonos fiiggvények.
Korlatos és zart intervallumon folytonos fliggvények
tulajdonsagai.
(Bizonyitasok nélkiil, de ellenpéldakkal azokra az esetekre, ha
az intervallum nem korlatos, nem zart, illetve ha a fiiggvény
nem folytonos.)

Fizika: példak
folytonos és diszkrét
mennyiségekre.

Bevezet6 feladatok a differencialhanyados fogalmanak el6készitésére.

A fiiggvénygorbe érintdjének irdnytangense.
A pillanatnyi sebesség meghatarozasa.

Fizika: az ut-id6
fliggvény és a
pillanatnyi sebesség
kapcsolata.

A fluxus és az indukalt
fesziiltség kapcsolata.




Biologia-egészségtan:
populacio
novekedésének atlagos
sebessége.

A differencidlhatosag fogalma.
A kiilonbségi hanyados fliggvény, a differencialhdnyados
(derivalt), a derivaltfiiggvény.
P¢ldak nem differencidlhato fliggvényekre is.
Kapcsolat a differencialhato €s a folytonos fliggvények kozott.
Alapfiiggvények derivaltja:
Konstans fliggvény, x”, trigonometrikus fliggvények derivaltja.
Miveletek differencialhat6 figgvényekkel.
Fliggvény konstansszorosanak derivaltja, 6sszeg-, szorzat-,
hanyados-, 0sszetett fliggvény derivaltja.
Inverz fiiggvény derivaltja.
Exponencidlis €s logaritmusfiiggvény derivaltja. (Bizonyitas nélkiil.)
Magasabbrendii derivaltak.
Matematikatorténet. Fermat, Leibniz, Newton, Cauchy, Weierstrass.

Fizika: harmonikus
rezgdmozgas kitérése,
sebessége, gyorsulasa
— ezek kapcsolata.

A fiiggvény tulajdonsagai és a derivalt kapcsolata.

— Lokalis novekedés, fogyas — intervallumon monoton fliggvény.

— Szélsoérték — lokalis szEélsoérték, abszolut szélsoérték.
A sziikséges ¢és az elégseges feltételek pontos megfogalmazasa,
alkalmazasa.
Kozépértéktételek.
Rolle- és Lagrange-tétel. (Szemléletes kép.)

Fizika: fizikai tartalma
figgvények (pl. ut-ido,
sebesség-1dd)
derivaltjainak
jelentése.

Konvexitas vizsgélata derivalassal.
A konvexitas definicidja.
Inflexi6s pont.
A masodik derivalt €s a konvexitas kapcsolata.

Figgvényvizsgalat differencidlszdmitassal.
Osszevetés az elemi modszerekkel.

Gyakorlati jellegl szélséérték-feladatok megoldasa.
A differencidlszamitas és az elemi modszerek dsszevetése.

Fizika: Fermat-elv,
Snellius-Descartes
torvény. Fizikai jellegi
szelsdérték-problémak.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Fiiggvényfolytonossag, -hatarérték. Kiillonbségi hanyados fliggvény,
derivalt, derivaltfliggvény, magasabbrendii derivalt. Monotonitas, lokalis
sz€lsOérték, abszolut sz¢élséérték. Konvex, konkav fiiggvény.




Tematikai egység/ 5. Integralszamitas, térgeometria Orakeret
Fejlesztési cél 14 ora

Folytonos fliggvények fogalma. Teriiletszamitas elemei. Sorozatok, véges

Elozetes tudas | ok. Differencialési szabalyok ismerete.

Az integralszamitas modszereivel talalkozva a kozelitd modszerek
ismeretének bovitése. A fliggvény alatti teriilet alkalmazésai a
matematika és a fizika tobb teriiletén. Attekintd képet kialakitésa a
térgeometridrol, a felszin- és térfogatszamitas modszereirdl.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

A teriiletszamitas alapelvei.
Néhany egyszerlibb alakzat teriiletének levezetése az
alapelvekbdl.
A teriiletszamitas modszereinek attekintése.
Tertiletszamitasi modszerek alkalmazéasa a matematika mas
témakoreiben. (P1. geometriai bizonyitasokban.)

A térfogatszamitas alapelvei.
Néhany egyszerlibb test térfogatdnak levezetése az
alapelvekbdl.
A térfogatszamitas attekintése.
A térfogatszamitas néhany 0j eleme.
Cavalieri-elv, a gula térfogata.
Csonkagula térfogata.
Erintdpoliéderek térfogata.
Alakzatok felszine, haloja.
Csonkakup felszine.
Gomb felszinének levezetése (Heurisztikus, nem preciz modszerrel.)

Térgeometria elemei. Kémia: kristalyok.
Tetraéderekre vonatkozo tételek.
(Van-e beirt, koriilirt gombje, sulypontja, magassagpontja?) Miivészetek:
Ortogonalis tetraéder. szimmetridk.

Tetraéder ¢€s paralelepipedon.
Euler-féle poliéder-tétel. (Bizonyitas nélkiil.)
Szabalyos testek.

Bevezetd feladatok az integral fogalmahoz.
Fiiggvény grafikonja alatti teriilet.
A megtett ut s a sebesség-1d6 grafikon alatti tertilet.
A munka kiszamitdsa az er0-ut grafikon alatti teriilet alapjan.

Also és felso kozelitd osszegek. Informatika:
Az intervallum felosztésa, a felosztas finomitasa. szamitogépes szoftver
Kozelités véges osszegekkel. hasznalata.

A hatdrozott integral fogalma, jelolése.
A szemléletes megkozelitésre alapozva eljutas a pontos
definicioig.
P¢lda nem integralhat6 fliggvényre is.
Negativ fliggvény hatarozott integralja.
A hatdrozott integral és a teriilet-eldjeles tertilet.




Az integral kozelitd kiszamitasa.
Szamitogépes szoftver hasznélata a hatarozott integral
szemléltetésére.

Matematikatorténet:. Bernhard Riemann.

Az integralhatosag sziikséges ¢és elegendo feltétele.
Korlatos és monoton fliggvények integralhatosaga.
A hatdrozott integral tulajdonsagai.

Fizika: A munka €s a
mozgasi energia.
Elektromos fesziiltség
két pont kozott, a
potencial.
Tehetetlenségi
nyomaték. Alakzat
tomegkozéppontja. A
hidrosztatikai nyomas
¢s az edény oldalfalara
hat6 er6. Effektiv
aramer0sseég.

Az integral mint a fels6 hatar fliggvénye.
Integralfiiggvény.
Folytonos fliggvény integralfiiggvényének derivaltja.
Kapcsolat a differencidlszamitas és az integralszamitas kozott.
A primitiv fliggvény fogalma.
A primitiv fliggvények halmaza — a hatarozatlan integral:
— hatvanyfiiggvény, polinomfiiggvény,
— trigonometrikus fiiggvények,
— exponencidlis fiiggvény, logaritmusfiiggvény.
A Newton-Leibniz-tétel.
Integralasi modszerek:
Integralas helyettesitéssel.
Matematikatorténet: Newton, Leibniz, Euler.

Az integralszamitas alkalmazasa matematikai €s fizikai problémakra.
Két fiiggvénygorbe kozotti teriilet meghatarozasa.
Forgastest térfogatanak meghatarozasa.
Henger, ktp, csonkaktp, gdmb, gombszelet térfogata.
Az integralas kozelitd modszerei — numerikus modszerek.

Fizika: Potencial,
munkavégzes
elektromos, illetve
gravitacios erdtérben.
Viltakoz6 aram
munkaja, effektiv aram
¢s fesziiltség. Newton
munkassaga.

Néhany egyszeriibb improprius integral.

Néhany hatvanysor. (Formalis meghatdrozas integralassal.)
Hatvanysorok szerepe a matematikaban, fizikaban,
informatikaban.

Hogyan szdmolnak az egyszerii szamologépek 12 jegy
pontossaggal?

Kulcsfogalmak/

hatarozatlan integral. Newton-Leibniz-tétel.
fogalmak

Also- ¢és felso kozelitd Osszeg, hatarozott integral. Primitiv fliggvény,

Felszin, térfogat, forgastestek, csonkagtla, csonkakup, gdmb.




